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Ein System besteht aus        Energiespeichern. Ordnet man jedem Energiespeicher 

eine generalisierte Auslenkung zu, so bezeichnet man den Vektor 

als redundante Koordinate des Systems.

Die Koordinate bewegt sich innerhalb eines Raums, dem Konfigurationsraum 
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4.1 Methode der Variationsanalyse 

4.1.1 Konfigurationsraum, redundante

Koordinaten und Zwangsbedingungen
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4.1       Methode der Variationsanalyse 

4.1.2 Holonome Zwangsbedingung

Holonome Zwangsbedingung (ZB):

Die redundanten Koordinaten sind über         algebraische 

unabhängige Gleichungen verknüpft:

Sonderfall: holonome skleronome ZB:

andernfalls heißen sie holonome rheonome ZB

Holonome ZB reduzieren die Anzahl der Elemente 

der redundanten Koordinaten

ZBN
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4.1 Methode der Variationsanalyse 

4.1.3 Nichtholonome Zwangsbedingung (1)
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a) Ungleichungszwangsbedingung

z.B. Feder-Dämpfersystem mit Anschlag

nichtholonome ZB

ist solch eine ZB, die sich nicht durch (*) darstellen läßt.
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4.1 Methode der Variationsanalyse 

4.1.3 Nichtholonome Zwangsbedingung (2)
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b) Zwangsbedingung in differentieller Form, die sich nicht nach (*) integrieren lässt

z.B. rollendes Rad 
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4.1 Methode der Variationsanalyse 

4.1.4 Beispiel: Rollendes Rad

Prof. Dr.-Ing. Sören Hohmann – MI Kapitel 4 Institut für Regelungs- und Steuerungssysteme

Zwangsbedingungen sind hier:

1)

2) steht senkrecht zur Radachse
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4.1 Methode der Variationsanalyse

4.1.5 Virtuelle Arbeit
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4.1 Methode der Variationsanalyse

4.1.6 Gleichungen nach Euler-Lagrange
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4.1 Methode der Variationsanalyse 

4.1.7 Euler-Lagrange-Beziehung für elektromech. 

Systeme

a) Über Transformatoren gekoppelt  holonome Zwangsbedingung

b) Konverter: Energiekonvertierung muss berücksichtigt werden

ohne Herleitung für ein elektromechanisches System: 

* ** *, ,

1, ,

1, ,

mech mechj j

elektr elektrj j

mechmech elektr elektr

j dj mech
e e

j dj elektr
f f

mech elektr

L T U U TL L L L

d L L
f f j N

dt q q

d L L
e e j N

dt q q

N N N

   

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
   

 

 
   

 

 

Gekoppelte Euler-Lagrange-Beziehung
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4.1 Methode der Variationsanalyse 

4.1.8 Energien für lineare Systeme
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Wenn linear, dann gilt:

Dissipative 

Elemente

Masse

Feder

Dämpfer

Elektr. Kapazität

Elektr. Induktivität

Elektr. Widerstand

*T T

* *undU U T T 

*U U

( )mgx
21

2
mx

21

2
kx

21

2
dx

2 21 1

2 2
Cu q

C
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4.1 Methode der Variationsanalyse 

4.1.8 Energien für lineare Systeme
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Dissipative 

Elemente

Hydr. Tank

Hydr. Drucktank

Hydr. Induktivität

Hydr. Widerstand

Pneum. Tank

Pneum. Induktivität

Pneum. Widerstand
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4.2 Aufstellen der Zustandsgleichungen 

4.2.1 Zustandsgrößen eines Systems (1)

Definition Zustandsvariablen/Zustandsgrößen:

Die Zustandsgrößen x1(t), …, xn(t) eines dynamischen Systems sind jene inneren 

Systemgrößen, deren zeitlicher Verlauf für t0 < t ≤ t1 eindeutig bestimmt werden kann, 

sofern die Anfangswerte

 x1(t0 ), …, xn(t0 )

 und die Eingangsgrößen u1(t), …, up(t)

für t0 < t ≤ t1 bekannt sind.

Das System ist durch die Zustandsgrößen vollständig beschrieben. Die Ausgangsgrößen 

werden durch die xi bestimmt.

Somit gilt für die hier betrachteten Modelle: 

Die Zustandsgrößen können über die verallgemeinerten Koordinaten definiert werden:

     
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1 1 1 1

2

( )

( )

N

N N n N N

x t q t x t q t

x t q t x t q t





 

 



40 17.10.2016

j j

Q F
j j

e e

d L L
F F

dt q q

L T V

( ) ( )

*

  
    
  
 

 

Als Eingangsgrößen u1(t), …, up(t) wählt man die Ströme fi und Spannungen ei .

Die Ausgangsgrößen ergeben sich aus den Zustandsgrößen:

Man erhält also im allgemeinsten Fall ein nichtlineares implizites Dgl.-System 1. Ordnung:
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4.2 Aufstellen der Zustandsgleichungen 

4.2.1 Zustandsgrößen eines Systems (2)
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Weitere Vorgehensweise:

1. Linearisierung

2. Umwandlung in explizite Diffentialgleichung

3. Direkte Verwendung von (*)

4. Direkte Verwendung der Euler-Lagrange-Systeme
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4.2 Aufstellen der Zustandsgleichungen 

4.2.2 Zustandsgrößen eines Systems


